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Das Verhalten von ebenen Ultraschallwellen in homogen
magnetisierten Einkristallen

Von GERHARD SimoN

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitdt Gieflen
(Z. Naturforschg. 13 a, 84—89 [1958] ; eingegangen am 7. November 1957)

Herrn Professor Dr. L. Beremany zum 60. Geburtstag gewidmet

Elastische Schwingungen erzeugen in homogen magnetisierten ferromagnetischen Einkristallen
infolge der Magnetostriktion zeitlich veranderliche Magnetfelder. Diese haben eine Riickwirkung
auf die elastische Welle und fiihren einerseits zu einer Abhédngigkeit der Ausbreitungsgeschwindig-
keit von dem magnetischen Zustand des Kristalles, andererseits je nach der GroBe der Leitfahigkeit

zu einer Dampfung der Welle.

Bei der Ausbreitung ebener elastischer Wellen zei-
gen ferromagnetische Einkristalle gegeniiber nicht-
ferromagnetischen Substanzen Abweichungen, die
auf dem Vorhandensein des Magnetostriktionseffek-
tes beruhen. Wenn das Material eine geniigend
grofle Leitfahigkeit besitzt, wird einerseits die Welle
durch die Bildung von Wirbelstromwérme zusitz-
lich geddmpft und andererseits die Ausbreitungs-
geschwindigkeit durch die Riickwirkung der Wirbel-
strome auf die Welle verdndert. Beide Effekte sollen
fiir den Fall eines homogen magnetisierten Ein-
kristalles berechnet werden.

Bei einer nichtferromagnetischen Substanz wird
die Ausbreitung einer elastischen Welle durch zwei
Beziehungen zwischen den Auslenkungen und den
Spannungen beschrieben: die elastische Differential-
gleichung und das Hookesche Gesetz. Bei einem
Ferromagnetikum tritt zu den Verzerrungen ein An-
teil hinzu, der von der spontanen Magnetostriktion
herrithrt und von den Magnetisierungsianderungen
abhéngig ist. Wenn diese Magnetisierungsinderun-
gen bekannt sind, kann man die im Ferromagneti-
kum modifizierte Schallausbreitung behandeln. Es
ergibt sich gegeniiber dem Nichtferromagnetikum
ein kleines komplexes Zusatzglied, dessen Realteil
die verdnderte Ausbreitungsgeschwindigkeit und des-
sen Imaginirteil die zusatzliche Dampfung beschreibt.

I. Die Magnetisierungsinderungen im homogen
magnetisierten ferromagnetischen Einkristall

Die Magnetisierungsinderungen sind proportional
zu den mechanischen Spannungen und zu dem von
den Spannungen erzeugten magnetischen Wechsel-
feld, fiir das die MaxwerLschen Gleichungen gelten
und das im néchsten Abschnitt berechnet werden soll.

Die Magnetisierungsidnderungen sind schon in einer
fritheren Arbeit hergeleitet worden !, deshalb sollen
hier nur die Ergebnisse referiert werden.

Betrachtet wird ein kubisches Kristallgitter, das
homogen in der Richtung a; (j=1, 2, 3) magneti-
siert ist. Der Betrag der Magnetisierung ist /. Die
Richtungscosinus a; sind in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem angegeben, dessen Achsen par-
allel zu den Wiirfelkanten der kubischen Symmetrie
liegen. Die Richtung der Magnetisierung wird in
erster Naherung durch das &duBlere magnetische
Gleichfeld H; und die magnetische Kristallanisotro-
pie K festgelegt. Die elastische Welle — die durch
den Spannungstensor 7tj; beschrieben wird — und
das von der Welle erzeugte kleine magnetische Wech-
selfeld H; konnen nur kleine Abweichungen von
dieser vorgegebenen Richtung bewirken, d.h. die
jeweilige Magnetisierungsrichtung a; setzt sich zu-
sammen aus der Richtung aj, bei verschwindendem
Spannungstensor und den kleinen Abweichungen y;:

3 3
a;=ajo+ Vi, Zaj07j=0, Dlap=1. (1)
=

=1

Die a;) sind aus der Bedingung:
3
2K0(j0 (1 == O(?o) = 0(,j0<4K80 s Is Z 0(]'0H]'>— Issz 0,

i=1
(2)

2 2 2 2 2 2
80 = a0%20 + %20%30 + A30%10

zu bestimmen.

Die Wirkung des Spannungstensors auf die Ma-
gnetisierungsrichtung kann durch die Wirkung eines
»Magnetfeldes® H;® ersetzt werden. Mit den for-
malen Abkiirzungen

Tjj=775, (j, k, I verschieden),  (3)

Tk = P1

1 G. Smvon, Ann. Phys., Lpz. 1957.
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o O 0 0 a3 Oy
ij\- = 0 gy O ), Njk = o0 0 oy
0 0 %30 Gsg 1g O

lautet das Ersatzmagnetfeld:

3 %
Hff= I Z (2300 Pik 7 + 211 Nk Pic) - (4)
S k=1

Die gesamten Magnetisierungsianderungen sind *

3
Liyi=uo D 2in(Hg+ Hy) (5)
k=1
o
NUDU. . . S :
Qi = = VS;W: 52”u == 0‘10
aw

30 + V‘o = 5?70 — afy

Die erste Eigenrichtung ist die Magnetisierungs-
richtung selbst, der zu ihr gehérende Eigenwert ist
Null. Das ist nichts anderes als die einfache Aussage,
daBl in dieser Naherung die Magnetisierungsiande-
rungen auf der Magnetisierungsrichtung senkrecht
stehen.

Eine Entartung des Suszeptibiltitstensors (d. h.
Ja=73) tritt in zwei wichtigen Féllen ein:

L. 59> =3pe=0:

diese Bedingung ist fiir diejenigen Richtungen er-
fullt, in denen die magnetische Kristallanisotropie
ein Minimum hat.

2. H>KJI..

Dieser zweite Fall, Entartung bei groflen Magnet-
feldern, ist besonders wichtig. Bei gentigend gro-
fem — aber nicht zu groflem — magnetischem
Gleichfeld ist die Magnetisierungsrichtung bestimmt
und obige Forderung erfiillt, aber Geschwindigkeits-
dnderung und Dampfung sind noch nicht zu klein.
Man kann dann beide Effekte auf ihre Abhingigkeit
von der Magnetisierungsrichtung priifen. Bei sehr
grollen Magnetfeldern miissen sie aber verschwin-
den, weil dann keine Magnetisierungséinderungen
mehr stattfinden.

II. Berechnung der Fortpflanzungsgeschwindig-
keit und der Dampfung ebener elastischer Wellen

Die Ausbreitung elastischer Wellen wird beschrie-
ben durch die elastische Differentialgleichung:

S0 — /83

so+ V5 — 3p. — i

0 0 0 $ o 5
Xik=1|0 xz 0 |, Po= &X10%20%30>
0 0 xs

1¥ 14

X2,3=

I Z ajo Hi+2 K(1—2 ) —6 K (s F V502—3 pg)

i<y
Dabei ist der Suszeptibilitdtstensor yj; schon in sei-
ner Diagonalform dargestellt. Das Koordinaten-
system z; ist also schon in die ,Eigenrichtungen®
von 7;; gedreht worden. Der Transformationstensor
fiir die Koordinaten lautet:

%0 %30

a0 %30
—3p—odo  s— s} — Bpm—ai,
%10 %30

| VS(; — 3P, — ajy

alt g a]/»
ege— 2 5, (6)

o0 = spezif. Dichte, u; = Auslenkungsvektor,

und durch das Hooxesche Gesetz. Im kubischen
Kristallgitter mit den drei Elastizititsmoduln C,,
C,, C; hat das Hookgsche Gesetz die Form:

(W _ Wi G e e o

7 T2C, 2C,(3C,+2Cy) (41 + oz + ),
() ik y

G = s J#k. (7)
]L 2(:3

Zu dem von den Spannungen erzeugten Verzerrungs-
tensor F ) kommt nun der spontane Verzerrungs-

tensor s]L) hinzu; er hat die Form 2:

0) 3
5/ =3 4100 %0 Vi » (8)
F§2)= 9 lyat (o ve+anovi) 5 JFk.

Die gesamten Verzerrungen setzen sich als Summe
von Gln. (7) und (8) zusammen und sind mit den
Auslenkungen u; per definitionem wie folgt ver-
kniipft:

(0) (n) allj Ou;. C

& + & = <31';; = vl]) 9)
Es wird jetzt nur noch das magnetische Wechselfeld
H; benétigt, von dem die Magnetisierungsénderun-
gen abhidngen. Durch eine entsprechende Umfor-
mung der MaxweLLschen Gleichungen erhélt man

* Internationales Malsystem, u,=absolute Permeabilitit.
2 Becker—Doring, Ferromagnetismus. Springer-Verlag, Berlin
1939, S. 144.
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fur H;:

SH; ;37 Ik 3 ~o o

AHj— o =0 /;Z=1 o> 10
(¢ = spezif. Leitfahigkeit) . Damit hat man insgesamt
fiinfzehn lineare Gleichungen fiir die funfzehn un-
bekannten Grolen: y;, uw;, @t;, p;, H;. Es sind zum
Teil Differentialgleichungen. Zu deren Losung soll
angenommen werden, dal} die rdumliche und zeit-
liche Abhéngigkeit aller unbekannten GroBen durch
den Ansatz einer fortschreitenden ebenen Welle be-
schrieben werden kann:

3
exp {t (q Dl gizi—o t)},
i=1

mit o = Kreisfrequenz, ¢ = Schallgeschwindigkeit,

3
q; = Ausbreitungsrichtung, Z gi*=1.
i=1
g wird als komplexe Grofle angesetzt:
=490 1+ Ac/e
0 =logarithmisches Dekrement, Ac¢ = Geschwindig-
keitsiinderung, gq,=w/c.

Ojk iq Xjk iqYir
1 c,
T T W S..i T o
ieXik 5, (5]" 3C,+2C, ”)
7 1
- ,gqy]k 0 2C; 6]};
3
3 Mo . 3,“2 "
0 Iz 4100 ;1 2in Pnk I A
0 0 0

Darin bedeutet:

00 ® 0 0
6,-k=( 1 0), Xin= (0 0 0),
01 0 0 g5
1
1
1

P
ij= (fla 0 q;), Ajk= (

@ @ 0

7 @8 s
Qir=| 0o ¢ s |

0 9:9s 43

S O O =

Die zweite Spalte wird von rechts mit

€ 4
3G,

Eji=0+

multipliziert; Ej; geniigt den Gleichungen:

Bei diesem Ansatz konnen alle Differentiationen

nach dem Schema
3

——1w
ot

Oz;j ae
ersetzt werden. Danach hat man nur noch fiinfzehn
lineare homogene Gleichungen fiir die Amplituden
der y;, u;, #j, pj, H;j zu l6sen. Die Koeffizienten-
determinante dieses Gleichungssystems mul} ver-
schwinden. Das liefert die Sakulargleichung zur Be-
stimmung der Ausbreitungsgeschwindigkeit.

Die fiinfzehn Gleichungen lassen sich zu fiinf
vektoriellen Gleichungen zusammenfassen, wobei die
skalaren Koeffizienten zu dreireihigen, quadratischen
Matrizen werden. Die fiinfzehnzeilige Determinante
wird zu einer finfzeiligen Determinante, deren
Elemente jedoch Matrizen sind. Bei Umformungen
dieser Determinante ist zu beachten, dafl bei Multi-
plikation' mit Matrizen Zeilen nur von links und
Spalten nur von rechts multipliziert werden diir-
fen, und dall keine Zeile oder Spalte mit einer
singuldren Matrix multipliziert werden darf.

Die fiinfzeilige Determinante lautet:

0 0
3 A100 Pk 0
3
9 Ay11 Nik 0
3
ZinNak ik Ho
nZ=1 " Is Xik

1
75 (i % w po Ojs—Qjr) (i % w uo—q?) ik
0

3

C
Sip— L A )E —d;,,
kZ=1( ik 3C,1+2Cs ik kn in
3 3
ZinanEmk= Z XjnPnk-
n,m=1 n=1

Durch einige Umformungen bekommt man fiir die
Determinante:

Fik 0 0 Gz 0
1
— o O 0 0
0 20, ik
0 0 I 0 o 0
T =u.
3
Y xinHnk 0 0 Ci 0
n=l
0 0 0 0 o
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Das ist gleichbedeutend mit
ij GII‘-

3  —
Z Zin Hyug Cir =4

n=1

(11)

Es bedeutet:

3

2 2 '

F]'k =0w 577..—2C2q IZI
5 =

X]I Eln Xnk

3
—Cq? Z YiYu,

/=1

3
Gir=—3iqC32yy; (615‘ 2. @0 qn
n=1

3
+ jo qx + A Z Pannk>s
n=1
7 4

I
[Ijkz - I:'Gﬂ"
Gt =Gyj,

3
s al
Cik =0~ P g Lk — D Zin Quk ) '

1
ixwyo—qz n=1
A :2((:2;'100—632111)/631111-

/

Fj; bildet den elastischen, C;; den elektromagneti-
schen Anteil. Hj; und Gj; sind proportional zur
Magnetostriktion und stellen Kopplungsglieder dar.
Gl. (11) ist also die Sakulargleichung fiir eine
magnetoelastische Welle, von der aber nur die Lo-
sungen vom ,elastischen Typ“ gesucht werden sol-
len. Bei verschwindender Magnetostriktion erhalt
man elastische und elektromagnetische Welle ge-
trennt. Es ist zweckmiflig, bei vorgegebener Aus-
breitungsrichtung ¢; die Matrix F;; auf Diagonal-
form zu bringen. Dies geschehe durch die Matrix

Kjk :

3
F]-k: Z an anKm’}'

o
n,m=1

(12)

Um nun die magnetoelastischen Wellen vom elasti-
schen Typ zu bekommen, ist es erforderlich, Gl. (11)
weiter aufzulosen. Zu diesem Zweck muf} die rezi-
proke Matrix zu Cj; gebildet werden. Das gelingt
am einfachsten in demjenigen Koordinatensystem,
in dem y;; Diagonalform hat. Die nullte Ndherung
soll die elastischen Wellen geben, dann ergibt die
Auflésung von Gl. (11) schlieBlich:

Irik—oik | e (Fu ‘011) (F22—022) (F33“ 033)
=5 (Fu *011) 023 032* (F22“022) 013 031

— (Fyg— Og3) Oy 0y =0 (13)

mit
9¢*C3 5,

Opee IS
“ I py

Z (1)/111 Dli Dmk s

l,m

- wi: N 3 ==
Dj/\‘ = Z aj, [\M’C Z %) G + N Ajy gy ‘\_. i) K mk
n

m n m

) ]
+A >_ Ay P//w valKUt )

n,m,l

. , /0 0 0
i%wy—q? (0 oty g )
3% 2 L2925 -

D) =
(Pz’ (p:{:xf (‘bz:l (p:izz 0 —y:Dss PR

11)3321'2(:)/110(1 + 2s) 7q‘3<1+z._,zag,, q,,) 5
3 n

([)22 =iz /(0(1 + Z:;) - CI"(l +23 Za:in qn)a

n

3 3
(1)32: ’—qz 2 S A, G Z A3 Gn s

n=1 n=1

3 3
([)23 = = q2 13 Z @2, qn E 3 qn -

n=1 n=1
O;;. stellt das komplexe Zusatzglied dar, das von
den ferromagnetischen Eigenschaften herrithrt. Aus
| Fjx| =0 erhélt man die drei Losungen fiir ebene
elastische Wellen, die es im Nichtferromagnetikum
gibt. Bezeichnet man mit C'V (j=1,2,3) den zu
jeder dieser Losungen gehorenden Elastizitdtsmodul,
SO 1st:

FJAJ':Q(U?*C(DqOQZOs j=1=273- (14')

In Gl (13) wird nun ¢* nach Potenzen der Ma-
gnetostriktionskonstanten entwickelt. Es wird nur
das erste Korrekturglied zu ¢ berechnet. Die Lo-
sung ist einfach, wenn alle C7) verschieden sind.
Dann gilt:

0w?—CW q>—-0;;=0. (15)
Es kann jedoch vorkommen, daf} zwei Transversal-
wellen die gleiche Ausbreitungsgeschwindigkeit ha-
ben, also auch das gleiche C/). Dann liefert Gl. (13)
eine quadratische Gleichung fiir das Korrekturglied,
deren Wurzel sich nicht immer ziehen laft. Diese
elastische Entartung soll aber nicht eingehender un-
tersucht werden. Bei gewissen einfachen Verhaltnis-
sen lassen sich Losungen finden, die im néchsten
Abschnitt angegeben werden.

Bei Giiltigkeit der Formel (15) erhadlt man fir
die relative Geschwindigkeitsianderung Ac/c gegen-
tiber dem Nichtferromagnetikum und fiir das log-
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arithmische Dekrement 0:

Ac | . & 9 23 -
+ = +1 °on 9 0’1/3121/11 D un Dmi Dni-
i = s/Ho m,n=1

(16)

Diese Formel ist in der allgemeinen Form noch sehr
schwer zu diskutieren. Bei vorgegebener Kristall-
energie und vorgegebenem magnetischen Gleichfeld
H; miissen zunichst die Magnetisierungsrichtung a;,
und die beiden anderen Eigenrichtungen ay; und aj;
des Suszeptibilitdtstensors ermittelt werden. Bei vor-
gegebener Ausbreitungsrichtung — fir die die
elastische Welle nicht entarten darf — mul} dann
der Tensor K ,}1 bestimmt werden.

Das theoretische Resultat wird aber wesentlich
durchsichtiger, wenn der Suszeptibilitatstensor ent-
artet. Dieser Fall soll im folgenden Abschnitt be-
trachtet werden.

II1. Die Losung bei groBen Magnetfeldern

Das magnetische Gleichfeld H moge groB gegen
K/I, sein. Dann entartet der Suszeptibilititstensor
(ta=x3=2x) und Formel (16) muf} unabhingig
von den Eigenrichtungen as; und aj; werden. Im
folgenden tritt dann mehrfach der Fall ein, daf} sich
die gesamte Frequenzabhingigkeit entweder durch
i%op—q
ixwppu—g* [1+7(1—y*] (17)

w? 2 w
R (1 — % w) x
w} " 44

flo,yy) =u

B wo 1t Y1

- w? % 02 w? " 29
1+ Uz<1*‘w7) L (1—"_1/:?)

(25 n of

(wg=#c*uy, wy,=Cosinus des Winkels zwischen
Magnetisierungs- und Ausbreitungsrichtung)
oder durch

1+ S
i%wiy—q° e ou . wy o p
m) =u = )
§(») =, L%y u—q? el 1 w? 1
T w2 u? L4 2
0 Wi u
(18)

darstellen laft. Real- und Imaginarteil entsprechen
dann der relativen Geschwindigkeitsinderung und
der Dampfung. o ist diejenige Frequenz, bei der
Skineffekt-Eindringtiefe und elastische Wellenlange
miteinander vergleichbar werden. Sie liegt bei Nickel
in der GroBenordnung 108 Hz, Angemerkt sei noch
die Eigenschaft: f(m,y,;=0)=1.

Ausbreitung in (100)-Richtung:

Longitudinalwelle:
Ac .0 9 O3 Ao 4
e "o T 2 (€, +20) By n )

flo,wy) dyp2(1— ¥i?).

Das Verhalten der Transversalwellen 1afit sich dann
leicht iibersehen, wenn die Magnetisierungsrichtung
in bestimmten Ebenen liegt:

1. Magnetisierung senkrecht zur Ausbreitungs-
richtung a;y=0. Die Welle erfahrt keine Dampfung,
sie hat aber zwei verschiedene Ausbreitungsgeschwin-
digkeiten: Sind Magnetisierungs- und Schwingungs-
richtung zueinander senkrecht, dann hat die Welle
eine Geschwindigkeit wie im nichtferromagnetischen
Kristall, sind sie parallel zueinander, dann &ndert
sie sich demgegentiiber um

dc 9 CyMiy 1
¢ 2 Duy p-

»
R

cos2 6 sin’6

cos?6(1 - 2cos%6)?

(1-2cos’6)

Abb. 1. Die Winkelabhingigkeit der relativen Geschwindig-

keitsinderung Ac/c und des logarithmischen Dekrementes ¢

ebener elastischer Wellen im isotropen, ferromagnetischen

Kristall. £= Ausbreitungsrichtung, U= Schwingungsrichtung.

Die Magnetisierungsrichtung 9 wird in der angedeuteten
Weise variiert.



EBENE ULTRASCHALLWELLEN IN EINKRISTALLEN 89

2. Magnetisierungsrichtung senkrecht zur Schwin-
gungsrichtung:
_ 9 Ca%fn %

Ac . 06 ¢
c +4 2a 2 Dluy n (o)

g(w) wy.

3. Magnetisierungs-, Schwingungs- und Ausbrei-
tungsrichtung in der gleichen Ebene:

Ac .6 9 Cyld g N g
Tre——% Tehug, flo,yy) (1 -2y®)2% (21)

In den Gln. (19) und (21) beeinflult das Fre-
quenzverhalten die Winkelabhangigkeit; diese ist
verschieden fir w < w, oder > w,. In Abb.1
ist sie fir o < w, fir die drei Falle (19) bis (21)
graphisch dargestellt.

Genau die gleichen Formeln (19) bis (21) be-
kommt man bei elastischer und magnetostriktiver
Isotropie (d.h. fir Cy=Cj;, Zy99=4%y;;=4 und
A=0).

de 0 9 Coliy g
¢  2x 2 DLluy u

: (1 — @ — 42 3% — P2 py® e w(:t_oit—lll')} >

Transversalwelle,
Schwingungsrichtung parallel (110):
Ac 4 ) . 9 Calﬁ“ VA
(& 2n 2 Iuy p

f(o, @) (24)

9 9 2
: (1 —oyt—delelt —eltelt q:,)]-

Dabei bedeuten:

P1=VE(a10+ %), Po=—VE(o10—%20)s P3=0a30-
Diese Formeln werden sehr iibersichtlich, wenn man
die Magnetisierung nur in den Ebenen ¢;=0,
@ =0 und @g3=0 variiert. Die eckigen Klammern
in den Gln. (22) bis (24) werden dann viel ein-
facher, sie sind in der folgenden Tabelle angegeben:

flo, @) (1 — 2¢7)?
‘ g(w) @i

P1=0 =0
4 ANz .
e o@ant (14 ) 1o e
| |
@) @
@)

@3 =0

fw, ) 4@l g3

g(w) @i
flo, ¢1) (1 — 2¢7)?

Ausbreitung in (110)-Richtung:

Longitudinalwelle:
dc .6 9 L x‘[
e tiem TR0 0+ O T |/

A\2 A2 )
'{4‘ P12 Po® +4 ¢, p5? (1 +'4") =+ (9‘722 ®3t g("))H-

(22)
Transversalwelle,

Schwingungsrichtung parallel (001):

Die in dieser Tabelle fir o < w, auftretenden
Winkelfunktionen sind alle schon in Abb. 1 ent-
halten.

Fir die Ausbreitungsrichtung (111) sei nur die
Longitudinalwelle angegeben:

Aﬂcr +i~6 :27 707371112” B 7
2n 2 (30, +2C, +4C) Iijuy p
flo,p) 4yt (1—yy?). (25)

Herrn Prof. Dorine danke ich herzlichst fiir sein
reges Interesse und seine fordernden Ratschlige, der
Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir
eine Unterstiitzung der Arbeit.



